Rozpoznavani s markovskymi modely

Vaclav Hlavac

Ceské vysoké uleni technické v Praze
Cesky institut informatiky, robotiky a kybernetiky
160 00 Praha 6, Jugoslavskych partyzand 1580/3

http://people.ciirc.cvut.cz/hlavac, vaclav.hlavac@cvut.cz

Podékovani: M.I. Schlesinger

Osnova prednasky:
¢ Motivace, pouziti.
¢ Stochastické koneéné automaty.
¢ Markovsky statisticky model.
¢ TFi nejCastéjsi Ulohy se skrytymi markovskymi modely (rozpoznavani, hledani nejpravdépodobné;si posloupnosti
stavli, empirické uceni markovskych statistickych modeld).
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Skryta markovska posloupnost (také fada, fetéz) predstavuje statisticky model (zkracovano HMM).

Klasifikace zavisla na kontextu

¢ Misto jednoho rozhodnuti jde o posloupnost rozhodnuti. PFisti rozhodnuti zavisi na
predchozich rozhodnutich.

v

@ Obvyklé aplikace: analyza pozorovani ménicich se v case. Napriklad: feovy signal, ¢asova
posloupnost tahii rukopisu.

¢ Skryté markovské modely (Hidden Markov Model — zkratka HMM) jsou “zlatym standardem”
v analyze Casovych rad.

¢ Diivod?

VVVVV

slozitosti (algoritmus dynamického programovani).

Skryté markovské pole zobecriuje statisticky model pro mrizkové struktury (napr. pixely v obrazku),
tedy nejblizsi trochu slozitéjsi. Zde uz nejsou k dispozici algoritmy s polynomialni slozitosti.
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Znaceni posloupnosti zjednodusujici vyrazy

¢ P¥i popisu HMM budeme pracovat s posloupnostmi pozorovani T a s posloupnostmi skrytych

stavl 9.
pozorovani T = ( Ty, Loy ..., Tp) € X"
skryté stavy 4 = (Yo, Y1, Y2, ..., kp) € Y"1
¢ Zavedme struénéjsi znaceni posloupnosti: & = (x4, Tat1, - .., Tp) = 2, které vyrazy
zjednodusi.

¢ Napriklad vyse zavedend posloupnost pozorovani T a skrytych stavil § se zjednodusi na

pozorovani (stru¢né) T =ux

skryté stavy (stru¢né) ¢ =y
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Rozpoznavani fecovych signall (T signal z mikrofonu, y fonémy).
Vyhledavani slov v promluvé (Z slova, 4 vyhledavany vzor, typicky slovo nebo nékolik slov).

Rozpoznavani rukopisnych znakd, (Z on-line tahy pera, ¢ napr. jednotlivé znaky nebo vzorové
podpisy).

Biomedicinské inzenyrstvi, analyza EKG a EEG signald, (T signal, § charakteristiky signalu).

Bioinformatika, analyza DNA sekvenci (T odezvy fluorescencné oznacenych molekul,
y e {A,C,G,T}) nebo (x € {A,C,G, T}, y interpretacné vyznamné podposloupnosti).

Mobilni robotika (Z body trajektorie robotu, ¥ interpretace trajektorie).

Rozpoznavani v obrazech, ale musi byt zvlastni s jednorozmérnym usporadanim, napr.
rozpoznavani registracnich znacek aut (Z sloupce obrazu registracni znacky,  znaky a
symboly na registraéni znacce).
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Doporucené cteni @
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@ Schlesinger M.1., Hlava¢ V.: Deset prednasek z teorie

statistického a strukturniho rozpoznavani, monografie,
Viydavatelstvi CVUT, Praha 1999, 521 s.

¢ Rabiner L.R.: A tutorial on Hidden Markov Models

and selected applications in speech recognition, Michail I. Schlesinger
casopis Proceedings of the IEEE, Vol. 77, No. 2, 1989, Ve ilaukc
pp. 257-286.
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Andrej Andrejevi¢c Markov

Narozen v Rjazani 1856, zemrel 1922 v Petrohrade.

Rusky matematik, profesor Univerzity v Petrohradé, ¢len Ruské
akademie véd, studoval stochastické procesy. Rozhodujici ¢lanek
z 1912.

Markovské fetézy: posloupnosti nahodnych proménnych,
hodnota nasledujici promenné je urcena hodnotou predchozi
proménné, ale nezavisla na predchozich stavech.

Andrej Markov pouzil markovské retézy pro studium distribuce
metodu na analyzu distribuce samohlasek ve versich Evzen
Onégin basnika Sergeje Puskina.

6/33
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Markovské modely a automaty

¢ Markovské modely (vcetné skrytych, HMM) jsou zvlastnim pripadem stochastickych
konecnych automatd.

¢ Markovské modely dovoluji vyjadfit statistické zavislosti dané poradim pozorovani (stavi) jako
napriklad v casovych radach.
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Kone¢ny automat (Y, V, X, 4, ko, F') @
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Y - koneéna mnozina stavil automatu (skryté stavy);
V' - konecCna abeceda vstupnich symbold;

X - konecna abeceda vystupnich symbol(;

Yo - pocatecni (skryty) stav, yg € Y;

F' - cilové stavy; F' C Y;

0 - prechodova funkce stavi; 5: Y x V — Y x X.

Kdyz je automat ve stavu y € Y a na jeho vstup se privede symbol v € V', automat prejde
do stavu ¢y’ € Y a na svém vystupu generuje vystupni symbol z € X .

Pfechodova funkce d uréi hodnoty dvojice (3, x).

Automat pracuje v krocich dokud nedosdhne stavu vy’ € F', cozZ je ukonéovaci podminka.
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Stochasticky kone¢ny automat @
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¢ Konedny automat zobecnime tim, Ze prechody ze stavu do stavu budou nahodné.

¢ Pocatedni stav je také ndhodny. Je dan apriorni prvdépodobnosti pocateéniho stavu
p(yo):Y — R.

® Prechodova funkce stavii 6: Y x V' — Y x X se zobecni na stochastickou prechodovou funkci
0s:Y XV — Y x X. Dolni index u 05 oznacuje, ze prechodova funkce stavu je stochasticka.

¢ Znameni to, Ze odpovidajici prechodova funkce stavu je ndhodna. Novy stav a vystup bude
(3, ) = ds(y,v), kde vystupni hodnoty jsou generovany v souladu s podminénou
pravdépodobnostni distribuci p(y’, = |y, v).
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Autonomni stochasticky konecny automat @
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V této prednasce se vénujeme zvlastnimu pripad stochastického konec¢ného automatu,
kterému se rika autonomni stochasticky konecny automat.

Jeho vstupni abeceda V' obsahuje jediny symbol, coz vyjadruje zvlastni pripad, kdy chovani
automatu nezavisi na vstupnich symbolech.

Pozdgji uvidime, ze autonomni stochasticky konecny automat je ekvivalentni se (skrytymi)
markovskymi retézy.

Prechod mezi stavy je podobny jako u obecného stochastického konecného automatu. Jen je
nezavisly na vstupnich symbolech.

Uvazujme mnozinu stavil Y a mnozinu vystupnich symboli X . Prechody mezi stavy jsou
urCeny pravdépodobnostmi p(yo), p(zi, vi|yi—1), o €Y,y €Y, x, € X, 1 =1,2,...,n.
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Fungovani (autonomniho) stochastického automatu @
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V zavedeném (autonomnim) stochastickém automatu se prechod mezi skrytym stavem y; a
nasledujicim skrytym stavem ;11 ridi rozdélenim pravdépodobnosti

n

p(Z,7) = p(@1, - TnyYos - ¥n) = (o) | p(xi,wilyiz1)
1=1

To znamena, ze automat:
® na pocatku generuje nahodny stav gy s pravdépodobnosti p(1y) a prejde do néj,

® v i—tém kroku generuje dvojici (x;,¥y;) s pravdépodobnosti p(x;, y;|y;—1). Na vystupu dava
symbol x; a prechazi do stavu y;.
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Priklad: generativni markovsky model pocasi (1)

Stochasticky koneény automat predpovidajici pocasi aniz

by néco méril.

¢ Stav ¢ = y;: deStové nebo snéhové srazky.

¢ Stav g = yo: zatazeno.
¢ Stav ¢ = y;3: slunecno.

® Pfechodovd matice stavii A mezi stavem ¢; a
predchozim stavem ¢q;_ je nezavisla na Case.

ai; = p(qr = Vilgt—1 = y5), 3,7 € 1,2, 3

p(Qt = yz) = AP(Qt—l = yi_1) —

Podékovani: Ricardo Gutierrez-Osuna
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Priklad: generativni markovsky model pocasi (2)

® Otazka 1: Je zadano, Ze ve dni t = 1 slunecno. Jaka je pravdépodobnost Ze posloupnost
pocasi v nasledujicich sedmi dnech bude “slunecno, slunecno, dést, dést, slunecno, zatazeno,

slunec¢no’?

Odpoved 1

(Y3, Y3, Y3, Y1, Y1, Y3, Y2, y3|statisticky model) =
= p(y3) P(y3ly3) p(ysly3) p(y1lys) p(yily1) p(ysly1) p(y2lys) p(yalye2) =

— p(ys) 33 33413 A11 31 423 A32 =
—=1-08-0.8-0.1-04-0.3-0.1-0.2=0.0001536

® Otazka 2: Jaka je pravdépodobnost, ze pocasi, stav y;, ziistane stejné po presné m po sobé
nasledujicich dni?

Odpovéd 2: p(qr = Yi, Q1 = Yi - - - Qvm = Yjza) = afp (1 — ai;)
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Markovské posloupnosti se skrytymi stavy @
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¢ Statisticky model p(Z,y) = X" x Y"1 5 R.
® Markovsky retéz:
Predpokladame, Ze pro vSechny posloupnosti Z = (2%, 27, 1) a § = (Yo, s, Yyl 1) plati
p(@,7) = p(y) (a1, 95 1) Py, yita k) - (1)
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Markovska podminka pro (skryté) stavy @
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¢ Vyjdeme z markovské podminky

p(Z,4) = p(yi) P&, y5  ys) p(alrs vl lvi) -

¢ Pro skryté stavy po scitani (marginalizaci) pres vSechna mozna pozorovani x plati markovska
vlastnost posloupnosti skrytych stavii y

p(7) = p(yi) p(ys " ys) Py lys) -
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Skryté markovské posloupnosti (2) @
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V rovnici p(Z,y) = p(y;) p(a:l,yo Yy:) p(z 1, kN lyi) budeme s&itat pres posloupnost
skrytych stavii y;" , a potom pres posloupnost pozorovani ;' , a ziskame

pai™h bt = >0 () = pluh) Y > eyl )

xzn—}—Q y?+2 x?+2 yzn—l—Z
= P(ﬂfriu yé) p(xi—i—la yz‘+1\yz‘)

Vyuzijeme predchozi vztah rekurzivné a ziskame
mn
p(Z,9) = p(@1, -, Tny Y0, - Un) = (o) || p(xi, wilyi-1)
1=1

Vypocet slozité funkce 2n + 1 proménnych se zjednodusil na vypocet n funkci p(x;, y;|yi 1)
o tfech proménnych a jedné funkce p(kg) o jedné proménné.
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Interpretace markovskeé vlastnosti @
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Uvazujme vSechny mozné dvojice posloupnosti (z7, y{), které spliuji markovskou
podminku (1) z prasvitky 14.

Zvolme libovolnou hodnotu 7, 0 < 7 < n. Zvolme libovolnou hodnotu skrytého parametru
Y, — 0.
Z moznych dvojic markovskych posloupnosti (7, yJ) vyberme soubor posloupnosti, pro néz

plati y; = o.

Byt markovkou posloupnosti potom znamena, ze parametry
(1,22, ..-,2;), (Yo,Y1,---,Yi—1) ve vybraném souboru posloupnosti jsou statisticky

nezavislé na parametrech (z;11, Tivo, ..., Tn), (Yit1l, Yito, -« Yn).
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Pozor na nespravnou interpretaci
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¢ Casto se uvadi nepresné zjednodusena interpretace: “Markovska posloupnost je takova, u niz
nezalezi na minulosti, ale jen na soucasnosti.”

¢ Tato interpretace je zrddna, protoze je sice nespravna, ale od spravné se lisi jen malo.

¢ llustrujme na pristi prisvitce tuto situaci na mechanickém modelu markovské posloupnosti.
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# UvaZujme posloupnosti =7 a yg5 reprezentované vrcholy rovinného grafu. Nékteré vrcholy grafu
jsou spojeny pruzinami oznacujicimi statistickou vazbu v markovském modelu.

Mechanicky model markovské posloupnosti

QX QX QL X; X,
Yo Vi V> Vs V4

® Predstavme si, Ze napt. vrchol grafu x3 zacne oscilovat. Diky vazbam postupné zac¢nou
oscilovat vSechny ostatni body.

¢ Pokud jsou hodnoty x1, ..., x4 fixovany, jsou uréeny i hodnoty v, ..., Un.

¢ Kdyz zafixujme napr. vrchol y3, potom se model rozlozi na dvé nezavislé Casti: (a) vrcholy yyo,
Y1, Y2, 1, T2, I3. (b) vrcholy x4, y4.
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Zvlastni pripad: Dekomponovatelny statisticky model @
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¢ Jde o zvlastni priklad ¢asto uvazovany v literature.

¢ Predpoklada se: p(x;, ki|ki—1) = p(x;|k;) p(ki|k;—1). Potom plati

mn mn n
p(z,9) =p(o) || plzsvilyi—1) = p(wo) ] pilys) 1] plyilyiz1)
1=1 1=1 1=1

¢ Odpovidajici mechanicky model

Q X, Q X, Q X; Q X,

Yo Vi V> Ve Vi
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Priklad dekomponovatelného modelu
Tahani kulicek z misek

e
O 0.0
Ce OOOO

Miska 1

Tahani

z misek stridave

A
kulitka = = {Zerné, bila}

p(x =bildly =1) = 0.8
p(x = Cerndly = 1) = 0.2

Miska 2

miska y = {1, 2}

p(x = bildly =2) = 0.2
p(x = Cerndly = 2) = 0.8

21/33
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Tri zakladni ulohy s HMM @
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1. Rozpoznavani téz ohodnoceni statistického modelu:

(v angl. literatufe algoritmus forward-backward, dynamické programovani). Dany parametry
HMM (statistickych modeli), cilem je spocitat pravdépodobnost, ze je pozorovana

Vev/

posloupnost x. Trida odpovida nejpravdépodobnéjsimu modelu. Pouziva se pri rozpoznavani.

2. Hledani nejpravdépodobnéjsi posloupnosti skrytych stavi:

(Viterbi algoritmus, dynamické programovani). Dan statisticky model a posloupnost
pozorovani x. Cilem je najit nejpravdépodobnéjsi posloupnost skrytych stavi .

3. Uceni statistického modelu:

(Baum-Welsh algoritmus, vyuziva EM algoritmus). Dana struktura modelu, tj. pocet skrytych
stavll a trénovaci mnozina. Cilem je najit parametry statistického modelu, t;.
pravdépodobnosti p(x;, y;|yi—1).
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Uloha rozpoznavani: @ 2
téz ohodnoceni urcCitého statistického modelu 23/33

Necht a, b jsou dva autonomni stochastické automaty se stejnym poctem stavil Y a
vystupnich symboli X. Pocet vystupnich symbolii | X| je pro oba automaty také totozny.

Necht se statistické vlastnosti automatud a, b lisi.
Automat a je popsan: pa(yo) a Pa(Ts, ¥i | Yi-1), Yo €Y, y; €Y, 2, € X, i=1,2,...,n.
Podobné automat b je popsan: py(yo) a po(xi, i | Yi1).

Poznamka: Zde pro jednoduchost pravdépodobnosti nezavisi na indexu 7. V obecném pripadé
mohou pravdépodobnosti na indexu ¢ zaviset. Nase Uvahy plati také pro obecnéjsi pripad.

Uloha ohodnoceni statistického modelu (téz dloha rozpoznavani) ma pfi znalosti statistickych
modell automatd rozhodnout, ktery automat generoval posloupnost pozorovani
L1y L2y ooy Iy
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Ulohu rozpoznavani Ize vyjadrit jako minimalizaci bayesovského rizika (napt. pro jednoduchost
pravdépodobnost chybného rozhodnuti). Formulace mize byt rozsifena na nebayesovské
ulohy, napr. Neyman-Pearsonovu loha, minimaxni tlohu.

Je potrebné spoditat odpovidajici marginalni pravdépodobnosti pro automaty a, b p,(z7) a
po(2T1)-
Rozhodne se napf. podle maximalni vérohodnosti p, (1) / ps(z?).

Vzpomenme si na prednasku o nebayesovském rozpoznavani, uloha Neyman-Pearson pro
dichotomickou klasifikaci.

Nejnaro¢néjsi ¢asti dlohy je spocitat pravdépodobnosti p,(x7) a pp(x7). Vypolet je stejny
pro automaty a i b, a tak neuvadime index urcujici konkrétni automat.
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Algoritmus pro ulohu rozpoznavani @

25/33
Vzpomenme na markovsky statisticky model

p(Z,7) = p(x1, ... Ty, - yn) = P(o) | Pz, yilyio)
=1

Nas nyni zajima marginalni pravdépodobnost p(Z) = > p(Z, 7). VyjadFi se jako mnohocetna

yey
suma

p(z) = p@z)=>_ > - EjXpM)Ej%%wH»

Yy Yo Y1 Yn—1 Yn

P¥imy vypocet neni prakticky, protoZe séitanci je |Y|" 1. Vzorec Ize ekvivalentnimi
transformacemi upravit do pouzitelngjsiho tvaru.
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Algoritmus rozpoznavani (2) @
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Pri sCitani lze podle stavu y; vytknout Cinitele nezavisejici na ;. Vyjdeme z jiz znamého

ZP Z Z Z ZP Yo) 7,1;[ (s, Yi | Yi-1) -

Yo Y1 Yn—1 Yn

Po vytykani se prevede na

p(z) = Zpyo Zp:m y1 | o) - prz,yz\yz 1)
Zp Ln—1,Yn— 1|yn 2 Zp xnayn|yn 1)

Yn—1
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Algoritmus rozpoznavani (3) @
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Mirime k rekurzivnimu algoritmu. Ve vztahu po vytykani

Zpyo prm y1 | o) - prz,yz\yz 1)
Zp Tn—1,Yn—1|Yn—2 Zp Trs Yn | Yn—1) -

Yn—1
si oznacime dilci souty pro ¢z = 1,2,...,n pomoci
fi(yi-1) Zp i Ui | Yic1) > P(@ig1, Yigr | 9i) -
Yit1
Zp Tr—1:Yn—1| Yn—2 Zp Ty Yn | Yn—1)

Yn—1

a ziskame algoritmus vypoctu.
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Algoritmus rozpoznavani (4) @
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Vypocet probihd odzadu posloupnosti

n(Yn—1) Zp Ty Yn | Yn—1);

f Yi— 1 Zp xzayzlyz 1)fz—|—1(yz)a 7::1727---7“_1; >

= Zp(yo) f1(yo) -

Pocet operaci pFi vypoctu je mérny |Y'|? n
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Nejpravdépodobnéjsi posloupnost skrytych stavii @
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Formulace ulohy
¢ Je dan statisticky model p(Z,4) = p(yo) [ p(xi, vilyi—1) -
i=1

¢ Hleda se rozhodovaci strategie ¢(z): X™ — Y"1

¢ Bayesovské riziko je R(q(z)) = > > p(a,y) W(z,q(Z)).
zeX geY

¢ Jednoducha pokutova funkce, tj. poéet chybnych rozhodnuti

0 proy=q(T),
1 proy #q(Z).

W(y,q(z)) = {

Cilem je najit strategii () minimalizujici riziko R(q(Z)).
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Odvozeni bayesovské strategie

q(z) = argmax p(:z:,y)_ —,N T algimax p(Z, )
yeyntl /eg B p(Z,7') yeyntl
Y n

n
= argnﬁx max P(Yo) H p(Ti; Yilyi—1)
1=1

Yo

= argmax.. .IIleaX log <p(y0) H p(a:z-,yz-|y¢1)>
" i=1

n

= argmax...max log p(yoz—k J logp(xiayi‘yi—lz

Yo Yn ~" 1 ~"
©(Yo) = 9 (Yi—1,Yi)

30/33
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Formulace pres hledani nejkratsi cesty v grafu @
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@ Orientovany graf s vrcholy a hranami orientovanymi zleva doprava mezi nimi. Pocateénim
vrcholem je a a cilovym vrcholem 3. Zbylych |Y'|(n + 1) mezilehlych vrcholl indexujeme
dvojici (0,7), 0 € Y,i=0,1,...,n.

¢ Priklad grafu pro n = 3 a mnozinu skrytych stavi Y = {4, B, C'}.

0,(4.4) ~ A4 ~ 944



http://cmp.felk.cvut.cz

Algoritmus hledani nejkratsi cesty

Dynamické programovani. Graf ma zvlastni tvar. Je zaruCeno usporadani. (analogie — poslové).

fi(o) je délka nejkratsi cesty (~ Casu) z vrcholu « do (o, ).
Algoritmus A. Viterbi 1967 (nezavisle T. Vincjuk 1968):
¢ folo) = (o)

® Opakovanéproi=1,...,n, oc€Y
fi(o) = min (f;(¢’) + q;(c’,0)). Draha posla, ktery prisel nejdfive.
5%

o)

ind; (o) = argmin (f;(¢’) + q;(¢’,0)). Vrchol, z néhoz prisel prvni posel.

o'cy
€ Nakonec:

Yy, = argmin f, (o), y;—1 = ind;(y;). Rekonstrukce nejkratsi cesty.
occY

@

32/33
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Priklad na Viterbiho algoritmus @

— 960 —(12) -
- foff
AT

ISR PP

Sipky oznacuji ind,;(c). Sipky se pouZiji pro nalezeni optimalni cesty. Téchto cest miiZe byt vice.

V nasem prikladé jsou to kromé AAAC i AABC nebo AACC.
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