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Osnova prednasky:
® Fourierova tx v 1D, vypocetni slozZitost, FFT.

¢ Fourierova tx ve 2D, centrovani spektra.

¢ Priklady ve 2D.
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Vychozi predstava, filtrovani v prostoru frekvenci
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prima frekvenéni zpétna
transformace filtr transformace

Filtrace v prostorové oblasti. Pro 1D signaly bychom rekli v ¢asové oblasti. Linearni kombinace
vstupniho obrazu s koeficienty (Casto lokalniho) filtru. Zakladni operaci je konvoluce.

Filtrace ve frekvencni oblasti. Prevod do “frekvencni reprezentace”, tam filtrace, prevod zpét.

Pro prvni predstavu staci Fourierova transformace, ale jsou i dalsi linearni integralni transformace
slouzici k podobnému Géelu, napf. kosinova nebo vinkova (wavelet).
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1D Fourierova transformace, uvod
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Fourierova transformace je zakladnim nastrojem pro (linearnf)
zpracovani signald a v teorii rizeni.

Dovoluje vzajemné jednoznacny prevod signali z/do Casové
reprezentace f(t) do/z frekvencni reprezentace F'(§).

Umoznuje analyzovat frekvencni obsah (spektrum) signalu.
FT je vhodna pro periodické signaly.

Kdyz signal neni periodicky, potom lze pouzit kratkodobou FT
nebo linearni integralni transformaci s bazovymi funkcemi
lokalizovanymi v ¢ase nebo 2D prostoru. Prikladem je vinkova
transformace (wavelets), Gaborovy filtry.

Joseph Fourier
1768-1830
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Suda, licha a komplexné sdruzena funkce

N
4

Suds | f(t) = f(~t)
A
t
Lichs fO =—f(—t)| S
Komplexné e f( 5)=2+3i
sdruipené (&) = J7(=9) f(=5)=2—3i

¢ {* oznacuje komplexné sdruzenou funkai.

® ¢ je komplexni jednotka.
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Kazdou funkci lze rozlozit na sudou a lichou cast
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f(t) = fe(t) + folt)
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Fourierova Tx definice: spojity pripad @

6,65
F{f(t)} = F(§), kde £ [Hz=s71] je frekvence a 27 [s71] je thlova frekvence.

Fourierova Tx Inverzni Fourierova Tx

F€) = [ f@emsdr | f()= [ F(§erieta

Jaky je vyznam inverzni FT? Vyjadfeme pomoci Riemannova souctu:
f) = (- + F() ™" + F(&1) ™1 + ... ) AL,

kde Aé =&k — & proV k.

= Kazda 1D funkce se da vyjadrit jako vazeny soucet (integral) mnoha komplexnich exponencial
(diky Eulerové vztahu e = cos € + isin & také jako soulet sinusovek a kosinusovek).
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Podminky pro existenci Fourierovy transformace @
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o
1. [ | f(t) ]| dt < oo, tj. f(t) musi klesat rychleji neZ exponencidla.

— 00

2. f(t) smi mit nejvyse konecny pocet nespojitosti v kazdém konecném intervalu.

Pro digitalni obrazy Fourierova transformace vzdy existuje, protoze digitalni obrazy jsou omezené a
maji konecny pocet nespojitosti.
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Fourierova Tx, symetrie

Symetrie vzhledem ke komplexné sdruzené &asti, tj. F'(—i€) = F*(i€).
|F'(i€)| je vzdy suda.

Faze F(i€) je vzdy licha.

Re{F(i€)} je vzdy suda.

Im{F(i£)} je vzdy licha.

Suda cast f(t) se transformuje na realnou Cast F'(i&).

Licha Cast f(t) se transformuje na imaginarni ¢ast F'(z€).
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Konvoluce, definice, spojity pripad @
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Konvoluce (ve funkcionalni analyze) je operace na dvou funkcich f a h, kterad vytvori treti
funkci (f * h), kterad se pouziva jako modifikace jedné ze vstupnich funkci.

Konvoluce je integral “michajici” hodnoty dvou funkci, a to funkce h(t), ktera je posouvana a
prekryva se s funkci f(t) nebo obracené.

Uvazujme nejdrive spojity pripad s obecnymi nekonecnymi mezemi
(f*h)(t):(h*f)(t)E/ f(r)h(t —71) dT:/ f(t—7)h(r)dr.

Meze integralu mizeme omezit na interval [0, t|, protoze predpokladame nulové hodnoty
funkci pro zaporny argument

(f*h)(t):(h*f)(t)E/O f(r) h(t—T)dT:/O f(t—7)h(r)dr.
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Korelace a konvoluce
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Konvoluce * definovana pro 1D signaly pouziva preklopené jadro h

0= [ s

Vzajemna korelace x definovana pro 1D signaly pouziva (nepreklopené) jadro h

geny= [ p@hesnar,

kde f* oznacuje komplexné sdruzenou funkci k f.

Vzajemna korelace je mirovu podobnosti dvou 1D funkci v zavislosti na posunu 7 (napf. na
¢asovém zpozdéni).
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Konvoluce, diskrétni aproximace
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(f*h)(@) = (hxf)(@) = > h(i—m) f(m)= Y h(i) f(i—m),

meQ meQO

kde O je lokalni okoli “soucasné pozice"a h je konvolu¢ni jadro (téz konvolucni maska).
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Fourierova Tx, vlastnosti (1)

Vlastnosti F(t) F(¢)
Linearita afi(t) +bfa(t) | a F1(§) + b Fy(€)
Dualita F(t) f(=¢)

Konvoluce (f = g)(¢) F(&) G(&)
Sougin () g(t) (F = G)(&)

Casovy posun F(t — to) e >80 F(€)
Frekven&ni posun et £ (¢) F(§ — &o)
Derivace djit) 2miE F(€)
Nasobenf ¢ t £(£) L ahe)
Zména mé¥itka Zasu flat) LF (¢/a)

12/65



http://cmp.felk.cvut.cz

Fourierova Tx, vlastnosti (2)

@

Hodnota

Plocha pod funkci f(t)

Hodnota f(0)

Plocha pod F(§)

Parsevalova véta

0. @)

0. @)

@R = [ PP

— o0

energie f = energie F’
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Zakladni dvojice Fourierovy Tx (1) @

o(1)

Dirac

14/65
11/
0 { 2T-TO T2T ¢t
0(S)
0 £ I 1,1 1¢
2T -T T 2T
konstanta oo posloupnost Diractli
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Zakladni dvojice Fourierovy Tx (2) @

fit)=cos(2n&, 1

w o\ L\
J

15/65

fly=sin(2n&,1)  f{t)=cos(2mC,t) + cos(4mS, 1)

ANA VNS

Re F(C)
o 111
S 0 ¢

VIV VY WIW

Im F(5) Re F(E)

U i
| 7 e meicx
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Zakladni dvojice Fourierovy Tx (3) @

16,65
1 f1)=(sin 2050/ f)=exp(-t)

1 VN
Ny, : :
- 01T 1 0 ! 0 t
Re F(€)=(sin 2nCT)/ng Re F(€) Re F(§) :ﬁ‘ exp(-n'E’)

I

F @ vAVQvZXWQWAv , / \ .
0 § 0 & §& 0 S

obdélnik v ¢ obdélnik v & Gaussian
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- N
Princip nejistoty @
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¢ Vsechny dvojice (¢asovy signal <+ Fourierv obraz) jsou vazany principem nejistoty.

¢ Signal o kratké dobé trvani ma Siroké frekvenéni spektrum a obracené.

® | (trvani signalu) - (Sitka spektra) >

1
s

/ / =/ J— 2 / - / = v/ V=
® Pozorovani: Gaussian e~ ¥ modulovany sinusovkou (Gaborova funkce) mé nejmensi soucin

mezi trvanim a Sitkou spektra (optimum).

¢ Tento princip je vazan s Hesenbergovym principem nejistoty z kvantové mechaniky (Werner
Heisenberg, publikovano 1927, Nobelova cena 1932). Tento princip omezuje presnost, s niz lze
urcit polohu Castice a jeji hybnost.

® W. Heisenberg 1927: “Cim presnéji je urcena poloha Castice, tim méné presné zname v daném
okamziku hybnost a naopak.”
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Fourierova transformace predpoklada periodicky signal. A co kdyz potrebujeme zpracovavat
neperiodicky signal? Dva obvyklé pristupy.
1. Zpracovat signal po malych Castech (oknech) a predpokladat, ze vné je signal periodicky.

P¥istup zavedl Dennis Gabor v roce 1946 a nazyva se kratkodoba Fourierova transformace (Short time
Fourier transform).

Dennis Gabor, 1900-1979, vynalezce holografie, Nobelova cena za fyziku 1971, studoval v Budapesti, PhD
v Berline 1927, odesel pred nacisty do Britanie v 1933.

Pouhé rozsekani signalu na obdélnikova okna neni dobré, protoze na rozhrani oken jsou nespojitosti. Ty se
ve spektru projevi nezadoucimi vysokymi frekvencemi.

Proto se signal obvykle konvoluje s tlumici vahovou funkci, obvykle Gaussian nebo Hammingova funkce,
zajistujici nulovou hodnotu signalu na okraji a vné okna.

2. Pouziti slozitéjsich bazovych funkci, napf. vinek ve vinkové (wavelets) transformaci.
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CAm ¢
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Diskrétni Fourierova transformace

¢ Uvazujme vstupni signal (posloupnost) f(n), n=20,..., N — 1.

® Necht F'(k) oznacuje Fourierovo spektrum (vysledek diskrétni Fourierovy transformace)
signalu f(n).

@ Diskrétni Fourierova transformace

Spektrum F'(k) je periodicky prodlouzené s periodou V.

@ I|nverzni diskrétni Fourierova transformace

N—-1

fln) =5 Y- Fk) 5o

k=0
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Pri Gvahach o slozitosti se abstrahuje od urcitého pocitace a uvazuje se pouze asymptotické
chovani prislusného algoritmu. Hledaji se meze, které se pouziji napr. vyjadreni casovych nebo
pamétovych naroki algoritmu.

Hleda se asymptoticka horni nebo dolni mez analyzované funkce g(n) (tj. meze ristu hodnoty
funkce) na zakladé jiné funkce, pro niz je vyjadreni ristu jednodussi.

Znaceni O(n), 2(n) popisuje limitni chovani funkce, kdyz jeji argument n roste k oo.

O(g(n)) oznacuje mnozinu funkci f(n), které asymptoticky omezuji g(n) zdola. Formalné
existuje kladna konstanta ¢ a Cislo ng takové, ze 0 < f(n) < cg(n) pro vdechna n > ny.

2(g(n)) oznacuje mnozinu funkci f(n), které asymptoticky omezuji g(n) shora. Formalné
existuje kladna konstanta ¢ a Cislo ng takové, ze 0 < cg(n) < f(n) pro véechna n > ny.
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Vypocetni slozitost, znaceni
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Zna&eni ‘Velké O'; napt. O(n?) ¥ika, ze polet krokil algoritmu bude v nejhor§im pripadé
umeérny kvadratu poctu vzorkd.

Aditivni Cleny a nasobici konstanty se ignoruji, protoze se hleda pouze kvalitativni chovani
algoritmu.

Kvadratick4 sloZitost O(n?) je hor$i neZ linedrni sloZitost O(n) nebo konstatni O(1) (t;.
nezévisla na délce n), ale lepsi nez kubickad O(n?).

Kdyz je slozitost exponencialni, napt. O(2"), potom to vétsinou znamend, Ze algoritmus je
prakticky nepouzitelny pro rozsahlejsi tlohy.

Podobné znaceni €2().
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Vypocetni slozitost diskrétni Fourerovy transformace @
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Necht W je komplexni Cislo, W = e
N-1 - N-1
Diskrétni Fourierova transformace (DFT) F(k) = Z f(n) e Mkn = Z W™ f(n)
n=0 n=0

Vektor f(n) se nasobi matici, jejiz prvek (n, k) je komplexni konstantou W umocnénou na
soucin n a k.

Vypocet kazdého DFT koeficientu potrebuje N komplexnich nasobeni a N — 1 komplexnich
sCitani.
Vypocet véech N DFT koeficientii potfebuje N2 komplexnich nasobeni a N(N — 1)

komplexnich scitani.

Vypoletni sloZitost je O(N?).
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Rychla Fourierova transformace

¢ Rychla Fourierova transformace (FFT — fast Fourier transform) je efektivni algoritmus pro
vypocet diskrétni Fourierovy transformace a jeji inverze.

¢ Tvrzeni: FFT ma vypocetni slozitost O(N log, N).

¢ Priklad (podle Numerical recepies in C):
e Uvazujme poslounost N = 10° a hypoteticky poéitaé s 1 mikrosekundovym cyklem.
e FFT by spotrebovovala 30 sekund ¢asu procesoru.

e DFT by spotrebovala dva tydny Casu procesoru, tj. 1.209.600 sekund, coz je asi 40.000
X vice.
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Rychla Fourierova transformace (2) @
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¢ DFT posloupnosti délky N lze vyjadrit jako soucet dvou DFT posloupnosti délky N/2, v
jedné jsou liché a ve druhé sudé vzorky.

(Danielson, Lanczos v 1942; pozdéji rozvinuto Cooley, Tukey v 1965)
¢ Existuji dva pFistupy jak rozdélit signal zvané
e Rozdéleni v Case, angl. decimation in time (DIT);
e Rozdéleni ve frenkvenci, angl. decimation in frequency (DIF).
® Poznamka 1: FFT existuje také pro obecné délky N .

® Pozndmka 2: Vstupni posloupnost se v obecnosti da rozdélit na vice nez dvé &asti, které
uvazujeme zde.
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4 N
Rozdéleni v ¢ase (DIT) @
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¢ Vstupni sekvence f(n), n=1,..., N — 1 se rozdéli na sudou ¢ast f¢(n’) a lichou ¢ast
fe(n'),n =0,1,...,N/2 — 1.

@ Fourierova transformace &asti F'¢, F° se vypocte rekurzivné F'(k) = F¢(k) + WNk Fo(k),
kde kK =0,1,...,N.

¢ Signaly F¢ and F'° maji polovi¢ni délku. Diky jejich periodicité plati F'¢(k' + N/2) =
Fe(k"), Fe(k' + N/2) = F°(k') pro vsechna k' =0,1,...,N/2 — 1.

ﬂﬂl'p .
B 4 oo
e -~ 7
ﬂ'ﬁ}—r—
fil) —
f3) 4-paint
fis) —s T
fiT) -

Podékovani: Pavel Karas.
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Rozdéleni ve frekvenci (DIF) @
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¢ Vstupni sekvence f délky N se rozdéli na sekvence f" a f* jako f"(n') =

f(n')+ f(n'* NJ2), f* = (f(n') — f(n' + N/2)) W',

¢ Jejich Fourierova transformace spliuje: F"(k') = F(2k") and F*(k’) = 2k’ 4+ 1 for any
K =01,...,N/2—1.

® Posloupnosti f™ a f* se zpracuji rekurzivné podIe |nverzn|ch rovnic f =

S+ ey W), e+ 5) = 3 () - )

Podékovani: Pavel Karas.
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FFT, rozdéleni v case, myslenka diukazu

—2mikn
F(k) = Y e 5 f(n)
n=0
(N/2)—1 (N/2)—1
—27mk:(2n) —27r7,k:(2n+1)
= > e F(2n) + Z f(2n+1)
n=0
(N/2)—1 . (N/2)—1 .
—2mikn k —2mikn
= Z e N2 f(2n)+ W Z e N2 f(2n+1)
n=0 n=0

= Fk)+WFF(k), k=1,...,N

¢ Kli¢ova myslenka: rekurzivni vypocet a N je mocninou 2.
¢ Stadi log, N iteraci.

27/65
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FFT, myslenka diikazu (2) @
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¢ Posloupnosti (spektra) F¢(k) (sudé) a F°(k) (liché) jsou peridické podle k a maji délku IV /2.
¢ Co je vysledkem Fourierovy transformace posloupnosti délky 1?7 Odpovéd: Identita.

® Pro kazdou poslounost log, N e-é¢ek a 0-6Cek existuje jednobodové transformace, které
vyuziji pravé jednu hodnotu ze vstupni posloupnosti,

Freoceoeo-oe(k) = f(n) pro néktera n .

¢ Dalsim trikem je znovuvyuziti ¢asteénych vysledki = motylkové schéma vypoctu.
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_ o
FFT motylkové schéma vypoctu @‘
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Iteration

1

e

2
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2D Fourierova transformace

Myslenka. Obrazova funkce f(x,y) se rozlozi na linearni kombinaci harmonickych (sinusovek,
kosinusovek, obecnéji ortonormalnich) funkci.

Definice primé transformace. u,v jsou prostorové frekvence.

Fuw) = [ [ fay) e ary

-0 —00
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Inverzni Fourierova transformace
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flz,y) = / / F(u,v) e2™H@utyv) qy do

-0 —&0

¢ f(x,y) je linearni kombinaci jednoduchych harmonickych slozek e2mi(zutuv)

¢ Diky Eulerovu vztahu
obecn& e'* = cos z + isin z, zde cos(—2mizu) + i sin(—2mwizu),

jsou cos realnymi slozkami a sin imaginarnimi slozkami.

¢ Funkce F(u,v) (komplexni spektrum) udava vahy harmonickych slozek v linearni kombinaci.
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Spektrum prostorovych frekvenci
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Fourierovo spektrum je komplexni funkei F'(u,v).

(Komplexni) spektrum  F(u,v) = Fre(u,v) + i Frp(u, v)

Amplitudové spektrum  |F(u,v)| = |F(u,v)| = /F32,(u,v) + F2 (u,v)

Fazové spektrum ¢(u,v) = tan™" Eﬁ;ﬁg%ﬂ

Vykonové spektrum P(u,v) = |F(u,v)|* = F3,(u,v) + F? (u,v)



http://cmp.felk.cvut.cz

=k
2D sinusovka, ilustrace
33/65

¢ 2D sinusovku Ize zobrazit jako rovinnou vinu s amplitudou odpovidajici intenzité (stupni Sedi).

¢ Analogie s vinitym plechem je zfejma pfi topografickém zotrazeni 2D sinusovky (nebo

kosinusovky).
p;ri—o:i A
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2D sinusovka, ilustrace (2) @ .
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(u,v)

w=vVut+1v2, u=wcos®, v=wsin®, O = tan"! (%)

® sin ®
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llustrace, 2D vektoru baze
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Analogie — vinity plech.

A A
/S‘ /%%&/ &

<N
AR
R
i\ Aj‘s \§§“§§\§§\,
W :Sgwmg\&y

Y/ N A

Q) R §§

T
VY

cos(x + 4y)

sin(3z + 2y)
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Linearni kombinace vektoru baze

Analogie — plato na vajicka.

= \,‘in-.ll Sy
A I e 2 A

jen jiné zobrazeni
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2D diskrétni Fourierova transformace

37/65
Prima transformace

D
=

F(u,v) 1 f m,n) exp[ 271 (n;;an?\;])} :

3
I
o
3
I
o

u=0,1,...,. M —1, v=20,1,...,.N —1,

mu nv

f(m,n) = F(u,v) exp{2m’<M +N)} :

m=0,1,...,.M —1, n=0,1,....,.N —1.
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2D Fourierova Tx jako dvojnasobna 1D Fourierova Tx @
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Vztah pro primou transformaci Ize prepsat na

M—1 N—1
wv 1 [ Z exp( 2}7;&712}) f(m, n)] exp( 27szu) |

M
m:O n=0

¢ Vyraz v hranatych zavorkach odpovidd 1D Fourierové transformaci m — tého fadku. Vyraz se
vypocita obycejnou 1D rychlou Fourierovou transformaci (FFT).

¢ Nyni je kazdy radek nahrazen Fourierovskym spektrem a mize se vypocitat 1D diskrétni
Fourierovou transformaci kazdého sloupce.
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Gaussian je pro ilustraci vybran, protoze ma diky prinicipu nejistoty hladké spektrum.




Gaussian2DanimCinepak.avi
Media File (video/avi)

http://cmp.felk.cvut.cz

- 1250

50

100 I P

150

200 .

250

300
100

350
400
50

450

500

100 200 300 400 500

40/65


http://cmp.felk.cvut.cz

% N
Realna slozka spektra jako obrazek a povrch @
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Problém pri souradné soustavé vztazené k obrazku: zajimaveé Casti spektra jsou v rozich a
rozdéleny na Ctvrtiny. Diky periodicité Ize libovolné posunout.

Real part of the spectrum

50
100}
Real part of the spectrum

150}

> 6
10

3 200} X
3] 15
>
g 250 J
S 300} 05y
5
UQ)_ 0-

350 1 05 \‘\‘,, -

400} i

450 =

; 500
500¢ 1 . - 300
‘ ‘ ‘ ‘ ; , . 200
100 200 300 400 500 100
Spatial frequency u Spatial frequency v Spatial frequency u

realna cast, obrazek realna Cast, povrch
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Imaginarni slozka spektra jako obrazek a povrch @
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Imaginary part of the spectrum

50}

100p

Imaginary part of the spectrum

-

a

(=}
T

x 10

N
o
o

Spatial frequency v
w N
S o
o o

w
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o
T
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Log vykonového spektra jako obrazek a povrch
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Spektrum je nazorné zobrazovat centrovang, tj.
s pocatkem soutadnic (0,0) ve stfedu spektra. Nadale
tak budeme Cinit.

Uvazujme vychozi spektrum rozdélené na Ctyri
kvadranty. Malé Sedivé ¢tverecky odpovidaji umisténi
nizkych frekvenci ve spektru.

Diky symetriim spektra lze kvadranty jen prohodit
podle obou diagonal. Nizké frekvence nyni jsou ve
stfedu obrazku.

V MATLABuU je funkce fftshift, kterad prevadi
necentrované <— centrované spektrum prehozenim
kvadrantli podle obou diagonal.
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Realna slozka centrovaného spektra @ o
jako obrazek a povrch
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Imaginarni slozka centrovaného spektra
jako obrazek a povrch
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Log centrovaného vykonového spektra
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Realna slozka centrovaného spektra
jako obrazek a povrch
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Imaginarni slozka centrovaného spektra @ o
jako obrazek a povrch
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Imaginarni slozka centrovaného spektra @ o
jako obrazek a povrch
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Log centrovaného vykonového spektra
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Priklad vodorovna cara, imaginarni slozka spektra
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Realna slozka centrovaného spektra @ o
jako obrazek a povrch
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Imaginarni slozka centrovaného spektra
jako obrazek a povrch
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Log centrovaného vykonového spektra
jako obrazek a povrch
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